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Abstract Array signal processing with multiple microphones or loudspeakers is important for various applications because
they can use the spatial information. This article explains the fundamentals of the spatial Fourier transforms for the linear
array, circular array and spherical array from point of view of wave equation. Array processing methods in wavenumber
domain for the wave field synthesis and directivity control are also described.
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p(x, t) = P (ω)e−jkxejωt (2)























一方で，時刻を固定 (例えば，t = 0) し，位置 x に関して音
圧を観測することを考える。tの項を省略すると，





が成り立つ。P˜ (k)は波数 k の波の（複素）振幅である。1次元

















3. 1 デカルト座標系における 3次元波動方程式
3次元のデカルト座標系 (x, y, z)で観測した音圧を p(x, y, z, t)
とすると，3次元の波動方程式は以下のように書ける。



















p(x, y, z, t) = X(x)Y (y)Z(z)T (t) (10)
であろうとして解く（3）。その結果，わたしたちは解の一つとし
て以下を得る。
p(x, y, z, t) = A(kx, ky, ω)e
−jkxxe−jkyye−jkzzejωt
(11)
ここで，kx, ky, kz はそれぞれの軸に対する見かけの波数であ
り，周波数に対応する基本的な波数 k と k2 = k2x + k2y + k2z の
関係がある。式 (11)は単一周波数 ω の単一の方向に進行する 3
次元空間内での平面波を表している。時間依存性を省略し，位
置を r = (x, y, z), 波数ベクトルを k = (kx, ky, kz) とすると，



























k2 − k2x であることから，ky は kx
と独立に与えることはできなくなり，波の大きさを表す A(kx)
の変数は片方だけ（ここでは kx を選択）になる。式 (12) は，
空間上における音圧 p(x, y)は，x軸方向に進行する波と，y 軸
方向に進行する波とに分解可能であることを示しており，空間
全体としては図 1に示すような 2次元平面内をある角度 φで進
行する平面波を与える。
ところで見かけの波数 kx とは何を表しているのか？今，図
1 に示した角度 φ で進行する平面波を x 軸上で観測すること
を考える。このとき，平面波がもともと持っている波長を λ と
すると，図から見かけの波長は λx = λ/ cosφ となる。波数と
波長の関係 kx = 2pi/λx を使うと，x 軸上の見かけの波数は



























ここで，P˜ (kx, y)は，kx = k cosφが平面波の進行角度 φに対
応していることから，角度スペクトルと呼ばれる（3）。角度スペ
クトル P˜ (kx, y)が分かれば，観測している音場領域においてど
の方向から到来する平面波がどれくらいの大きさと位相で到来
するかがわかることになる。ちなみに，kx は kx = k cosφなの
で，k より大きくならないと思われるかもしれないが，式 (14)
では，k を超える kx を与えることも可能であり，このときは
ky =
√
k2 − k2x が虚数となり，進行しないエバネッセント波成
分が現れる（3）。
さて，式 (13) と式 (14) を見比べることにより私たちは空間
フーリエ変換のメリットの一つである音圧の内挿・外挿関係式を













いて，音源と受音点のいずれか一方を原点 (0, 0, 0)，他方の位置
を (x, y, z)とし，r =
√
x2 + y2 + z2 とすると，2点間の伝達
関数は，























LAB などでは function として用意されているので使い方とその性質さえ押さえ
ておけば恐れることはない。
図 3 円筒（円柱）座標系
置を (x, y) とし，r =
√
x2 + y2 とすると，2 次元自由空間内
の伝達関数は，






















今，図 3に示すように位置 r = (x, y, z)を (r, φ, z)で表す円
筒（円柱）座標系を導入する。
x = r cosφ (20)
y = r sinφ (21)
z = z (22)





















p(r, φ, z, t) = Rc(r)Φc(φ)Z(z)e
jωt (24)
と仮定することで解けることが知られている。実際，解は 3 つ





































るか e−jωt とするかによって入れ替わり，本解説では ejωt を
用いているため第二種ハンケル関数を採用している。また，n
は，周方向の解が一周したら元の振幅に戻る周期的な信号でな





径 r を固定した場合の n = 3の波の例を図 4に示す。この図か
らも想像できるように，円筒波の時間的推移はいわゆるサイン
ポールとして観察することができる。一方，z 軸を固定した場合


























図 6 円調和展開の基底となる ejnφ を n = 0, · · · , 3
まで極座標で表示。















図 7 ベッセル関数。横軸に kr，縦軸にベッセル関数
の出力。
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となる。ここで，ejnφ に着目し，半径 r の円周上で観測され







p(r, φ, ω)e−jnφdφ (28)
ejnφ は円調和関数と呼ばれ，逆空間フーリエ変換は円調和展開
となる。






周上に入る波の数を表しており，円周上の波数と kφ = n/r の
関係がある。円周方向のフーリエ変換は，円周上の音圧を ejnφ
の成分ごとに分解していることに相当する。図 6に示した n = 0
から 2までの ejnφ の図から，n = 0はモノポール成分，n = 1




さて，式 (27) から式 (29) を見比べることによって私たちは





















この式は，θ = φT − φo とすることで，φT から到来する平面
波を半径 r の円周上の角度 φo の位置において観測した音圧の
円調和展開を与える。
次に，2次元平面内において，音源位置 rs = (rs, φs)から受
音点位置 ro = (ro, φo) まで（ただし，ro < rs) の自由空間伝
達関数（式 (18)と同じ）とその円調和展開を示す。

















5. 1 球座標系における 3次元波動方程式（3）
今，図 8に示すように位置 r = (x, y, z)を (r, θ, φ)で表す球
（極）座標系を導入する。
x = r cosφ sin θ (33)
y = r sinφ sin θ (34)
z = r cos θ (35)

























































係数，jn(krr) は球ベッセル関数，h(2)n (krr) は第二種球ハン
ケル関数（注2），Ymn (θ, φ) は以下で定義される球面調和関数で
ある。








ここで，Pmn (θ, φ) はルジャンドル倍関数であり，n,m は整数




























′, φ′)∗ = δ(φ−φ′)δ(cos θ−cos θ′)
(42)
が成り立つため，半径 rの球面上の任意の音圧 p(r, θ, φ)を以下
のように展開でき，














p(r, θ, φ)Ymn (θ, φ)













この式は，r > a において，半径 a の球面上で観測した音圧か
ら半径 r の球面上の音圧が外挿できることを示している。
図 9に次数 (n,m)のいくつかに対応する球面調和関数を示す。
円調和展開のときと同様に，n = 0 はモノポール特性，n = 1








m=-2               -1                  0                  1                  2
図 9 球面調和関数の実部。n = 0, 1, 2について表示。
濃淡は位相を表している。
はされていないが，n は θ 方向の波の数，|m| は φ 方向の波の
数に対応している。
式 (43)は，半径 r 上で観測した音圧 p(r, θ, φ)を図 9に示す
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て述べる。球面上の位置 (a, θs, φs) にある点音源から，観測点
(r, θo, φo)までの伝達関数 (r > a)を，
















とすると，bsn(k, r, a) は，球が中空である場合と剛球である場
合とでそれぞれ以下のようになる。
































動信号を求めることが目的となる。今，原音場において y = yo
に x 軸に沿って連続的に置かれたマイクロホンアレイで観測し
た信号 P (x, yo)の x軸に沿った空間フーリエ変換を P˜ (kx, yo)
とする。ここで，原音場は 2 次元場だと仮定すると，3. 3 節で
述べたように外挿関係から，y = yref の位置での角度スペクト
ルは，






再現場における y = yref での音圧 P (3D)(x, yref)は，
P (3D)(x, yref) =
∑
xs
G(3D)(x, yref|xs, ys)D(xs, ys) (53)



















駆動信号，G(3D)(x, yref|xs, ys) はスピーカ位置から参照位置





P˜ (3D)(kx, yref) = G˜
(3D)(kx, yref − ys)D˜(kx, ys) (54)
したがって，原音場と再現音場の y = yref での波数スペクトル








相当する P˜ (2D) を除くことで，スピーカに与えるフィルタとす
る方法も提案されている（12）。
今，例として，2次元原音場で原点 (0, 0)に大きさ S(ω)の点
音源があったと仮定し，式 (19)を P˜ (2D) に代入し，ys = yo と
して，G˜(3D)(kx, yref − ys)に式 (17)を代入して得た，







ここで，M 個の素子が等間隔 d [m]で直線上に並んでいるとす
ると，波数は，kx = 2pinMd (n = −M/2+1, · · · ,M/2)として与
える。ただし，ky =
√




カアレイは y 軸方向に 40cm前に出している。この例では，式
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6. 2 円形アレイによる 2次元波面合成






を P (a, φo) とする。これを式 (28) を用いて円調和展開した係
数を P˜n(ka)とする。
次に再現場を構成するためのスピーカ駆動信号を考える。ス





G(a, φo|r, φs)D(r, φs) (57)
となる。この式は円状畳み込みとなるので，円調和領域では，
P˜Rn (ka) = 2piG˜n(ka, kr)D˜n(kr) (58)
と掛け算で書ける（3）。収音信号 P (a, φo)と再現信号 PR(a, φo)
が一致するためには，円調和領域において，各次数 nにおける







































となる。図 13 に，スピーカ数 64，アレイ半径 1.5m の場合に
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方は同じであり，目標値（所望特性）と実現値をモードごとに
合わせる mode matching あるいは modal beamformer（16）（17）
と呼ばれる手法（注3）について述べる。
7. 1 直線スピーカアレイ









法を紹介する（18）。今，位置 (xs, 0) にあるスピーカの駆動信号
を D(xs, 0)とすると，(xo, yo)で観測した音圧 P (xo, yo)は，
　 P (xo, yo) =
M∑
s=1
G(xo, yo|xs, 0)D(xs, 0) (62)
となる。ここで，G(xo, yo|xs, 0) は，各スピーカから観測点ま
での伝達関数である。y = yo の x軸に平行な線上のある範囲内，
例えば −xw < xo < xw のみ音があり，範囲外では音圧がゼロ
になるようにするためには，例えば，式 (62)において，左辺に
W (xo) =
1 |xo| < xw0 |xo| > xw (63)
となる空間的な方形窓を掛け，これを目標値（所望特性）とす
ることができる。
　W (xo)P (xo, yo) =
M∑
s=1













方向を φ = pi/2に限定する，すなわち図のように x軸に平行な波
面のみが y軸方向に進行すると仮定する（P (xo, yo) = e−jkyo）
と，kx = k cospi/2 = 0のときのみ，すなわち P˜ (0, yo)e−jkyo
のみが目標値となる。すなわち，左辺の和は kx − k′x = 0のと
きのみ生き残り，














ていることに注意が必要である。図 15 にM = 64 個のスピー
カを 5cm間隔で並べた直線アレイによるシミュレーション結果
を示す。ターゲットとするエリアは，アレイから y 軸方向に 2m
離れた場所にスピーカ長の 1/6 に当たる 0.53 m として方形窓
として設定した。このとき，方形窓のフーリエ変換は sinc関数
となるので，波数領域の W˜ (kx)として以下の sinc関数を直接
与えた。










半径 r の円周上に等角度間隔で φl = 2pil/M (l =
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0, 1, · · · ,M − 1) でマイクロホンが M 個配置されたマイク
ロホンアレイを考える。今，位置 (r, φl)のマイクロホンで収音







である。平面波の到来角 φ を変えながら得た出力 y(φ) の大き
さは指向性そのものである。平面波 p(r, φl|φ) は，その大きさ
を 1 であると仮定すると，アレイへの入射波の向きを考えなが
ら式 (31)に示したヤコビ・アンガーの公式を使うことで，





































性パターンを同一にする場合，次数 nは −N <= n <= N のよう
に正負で対称の次数とすべきである。N は最大でも (M − 1)/2
の小数点以下を切り捨てた値である。また N は周波数依存性が
あり，通常は kr より小さな値が採用される。
さて，d˜n = e−jnφs とすると，φs 方向から到来する平
面波を強調するアレイとなる。図 16 に，d˜n = 1(φs = 0)，
M = 8の場合の指向特性を実線で示す。φ = 2pil/(M − 1),(l =
























例。 (M = 8)。実線：d˜n = 1，破線：前後比
最大化法。























図 17 Mode strength bn(kr) の大きさ (dB)。





















ejnφl を w˜n で重み付けした線形和である。式 (73) から，係
数 w˜n は，bn(kr) = jnJn(kr) に依存し，bn(kr) が小さけれ
ば w˜n が大きくなることが分かる。ここで，bn(kr) は，mode
strengthあるいは mode amplitudeと呼ばれ（20）（21），各モード，
例えば，n = 0 であればそのアレイで表現したモノポールの指
向特性が持つ収音感度，n = 1 であれば，そのアレイが作り出
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すダイポールの指向特性が持つ収音感度に対応している。図 17
に bn(kr)のパワーを示す。この図から，例えば半径 5 cmのア













球面上に等間隔（例えば，正 12 面体の各面）に M 個のス
ピーカが配置された半径 a の球面スピーカアレイの指向性制御
について考える。球面スピーカアレイの構成例を図 18に示す。
球面上のM 個のスピーカの前段にフィルタ w(θs, φs)を設置
すると，観測点 (r, θ, φ)での音圧は，
p(r, θ, φ) =
M−1∑
s=0










n′ (θs, φs) (76)
も代入すると，Ymn (θ, φ)の完全直交性から，









n (θ, φ) (77)
が得られる。ここで，wnm はフィルタの球面調和関数展開係数
である。今，目標とする指向特性を d(θ, φ)とし，これを球面調











とができる（22）。ここで，bSn(k, r, a) は式（51）で与えられる。
通常，利用可能な最大次数 N は，スピーカの配置によって異
なるが（9），等密度配置では α(N + 1)2 < M であり，経験上，
α = 1.3 ∼ 1.5 である。これは，自由度 (N + 1)2 がスピーカ
数 M に比べて減少していること，つまり指向性の表現能力が


























7. 3. 1 従来アルゴリズムの適用
式 (75)と式 (77)は右辺の形式が異なるが，左辺の p(r, θ, φ)
は同じである。通常，式 (75)をベクトルと行列で表現すること
で，最小分散法や最尤推定法により，フィルタ係数 w(θs, φs)を
直接求めることができる（1）。一方，式 (77)も同様に wnm をベ
クトル化し， bSn(k, r, a)Ymn (θ, φ)を行列にすることで，
p = Gw (79)
と表現することで，従来の最小分散法や最小二乗法のアルゴリ
ズムがそのまま適用可能となる（9）。ここで，
p = [p(r, θ1, φ1), p(r, θ2, φ2), · · · , p(r, θL, φL)]T (80)
G=

b0Y 00 (θ1, φ1) b1Y
−1
1 (θ1, φ1) · · · b2Y 22 (θ1, φ1)
b0Y 00 (θ2, φ2) b1Y
−1





b0Y 00 (θL, φL) b1Y
−1
1 (θL, φL) · · · b2Y 22 (θL, φL)

(81)
w = [w0,0, w1,−1, w1,0, w1,1, w2,−1, · · · , w2,2]T (82)





直線アレイでは x, y, z 軸の 3つの方向に対して区別なく平面
波展開が可能である。一方で，円形アレイと球面アレイにおい
ては角度方向 (θ, φ) に対する空間フーリエ変換についてのみ述
べてきた。ここでは，これらのアレイにおいてここまで触れて
こなかった半径 r 方向（動径方向）に関するフィルタリングに










ここで，Bmn (r) = bSn(k, r, a)Ymn (θ, φ) である。この式におい
て，pˆ(r) を距離に関しての目標値として設定し，これを実現す




















図 20 に半径 0.8m，スピーカ数 64 個で 2 つのゾーンを再現し
た例を示す。周波数は 2kHz で上の円内では音圧が 0 で，下の
円内には斜め方向からの平面波を再現している。
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